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PerÐlhyh

H an�gkh gia epÐlush problhm�twn se arket� jèmata majhmatik¸n all�
kai se zht mata fusik c mac odhgeÐ pollèc forèc sto na qrhsimopoi soume th
jewrÐa twn om�dwn pin�kwn. Oi om�dec pin�kwn apoteloÔn tautìqrona èna al-
gebrikì kai gewmetrikì antikeÐmeno, pou mac bohj�ei sto na dhmiourg soume
mia gèfura metaxÔ thc �lgebrac kai thc gewmetrÐac. Epiplèon, apoteloÔn
eidik� all� polÔ shmantik� paradeÐgmata om�dwn Lie se pollèc sÔgqronec
perioqèc twn majhmatik¸n kai thc fusik c. Skopìc aut c thc ergasÐac eÐnai
na prosfèroume ston anagn¸sth mia pr¸th idèa gia thn dom  twn om�dwn
pin�kwn ¸ste na tou dojeÐ h dunatìthta na katano sei thn praktik  efar-
mog  aut¸n. Gia autì to lìgo kata th di�rkeia thc ergasÐac paraleÐpontai
arketèc apodeÐxeic me teqnikì qarakt ra kai parousi�zontai efarmogèc kai
paradeÐgmata.

Sto pr¸to kef�laio eisag�goume basikèc ènnoiec thc �lgebrac, ìpwc thn
ènnoia thc om�dac kai twn kbaternÐwn kaj¸c kai k�poia qr sima ergaleÐa thc
grammik c �lgebrac, ìpwc pr�xeic metaxÔ pin�kwn kai grammikoÔc metasqhma-
tismoÔc. Tèloc, orÐzoume thn genik  grammik  om�da, h opoÐa ja apotelèsei
thn b�sh gia th sunèqeia thc ergasÐac mac.

Sto deÔtero kef�laio ja mil soume genik� gia tic upoom�dec twn genik¸n
grammik¸n om�dwn. Ja apodeÐxoume oti k�je upoom�da thc GLn(C)   thc
GLn(H) eÐnai isìmorfh me k�poia upoom�da thcGLm(R). EpÐshc, ja parousi�-
soume k�poiec shmantikèc efarmogèc, ìpwc thn kataskeu  thc S1 kai thc S3

kaj¸c kai thc orÐzousac kbatèrniou pÐnaka.

Sto trÐto kef�laio ja melet soume tic pio shmantikec upoom�dec thc
genik c grammik c om�dac. Epiplèon, ja orÐsoume thn om�da isometri¸n kaj¸c
kai mia polÔ shmantik  efarmog  gia to p¸c mporeÐ mia isometrÐa na paras-
tajeÐ san pÐnakac. Qrhsimopoi¸ntac aut  thn efarmog  oi programmatistèc
grafik¸n, epitugq�noun thn peristrof  kai th metafor� antikeimènwn sthn
ojình tou upologist  mèsw pin�kwn.

Sto teleutaÐo kef�laio ja melet soume tic upoom�dec thc genik c gram-
mik c wc gewmetrik� antikeÐmena tou eukleÐdeiou q¸rou. Ja orÐsoume k�poiec
jemeli¸deic ènnoiec thc topologÐac kai mèsa apo autèc ja eÐmaste se jèsh
na katano soume diaisjhtik� thn morf  k�poiwn om�dwn pin�kwn, ìpwc gia
par�deigma thn Sp(1) pou ja thn tautÐsoume me thn 3-di�stath sfaÐra S3.

H ergasÐa aut  ègine sta plaÐsia proptuqiak c diplwmatik c ergasÐac
upì thn epÐbleyh tou Lèktora Andrèa Arbanitoge¸rgou, ton opoÐo kai eu-
qarist¸ jerm� gia tic suzht seic pou eÐqame gia to jèma, entìc kai ektìc tou
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Kef�laio 1

PÐnakec

Se autì to kef�laio ja xekin soume eisag�gontac thn ènnoia miac om�dac kai
ja mil soume gia antimetajetik� kai mh s¸mata. Sth sunèqeia ja anaferjoÔme
se aplèc idiìthtec pin�kwn kai sth genik  grammik  om�da.

1.1 Om�dec

Orismìc 1.1.1. Om�da eÐnai èna mh kenì sÔnolo G, efodiasmèno me mia
dimel  pr�xh ∗ sto G tètoia ¸ste, na ikanopoioÔntai ta akìlouja axi¸mata:

(1) H ∗ eÐnai prosetairistik .

(2) Up�rqei èna stoiqeÐo e sto G tètoio, ¸ste na isqÔei h sqèsh

e ∗ x = x ∗ e = x

gia k�je x ∈ G, ìpou to e lègetai oudètero stoiqeÐo thc G.

(3) Gia k�je a sto G, up�rqei èna stoiqeÐo a' sto G me thn idiìthta

a′ ∗ a = a ∗ a′ = e

ìpou to stoiqeÐo a' lègetai antÐstrofo tou a.

Orismìc 1.1.2. Mia om�da G kaleÐtai abelian  an h dimel c thc pr�xh
eÐnai antimetajetik , dhlad  a ∗ b = b ∗ a gia k�je a, b ∈ G.

Pìrisma 1.1.1. Se mia om�da G me pr�xh thn ∗ to oudètero stoiqeÐo e kai
to antÐstrofo stoiqeÐo a′, ìpou a′ to sumbolÐzoume me a−1, eÐnai monadik�.
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Par�deigma 1.1.1. To sÔnolo M2(R) ìlwn twn 2× 2 pin�kwn me pr�xh
thn prìsjesh eÐnai om�da. O pÐnakac pou èqei ìlec tou tic suntetagmènec Ðsec
me 0 eÐnai to tautotikì stoiqeÐo. Epiplèon h om�da auth eÐnai abelian .

Par�deigma 1.1.2. To sÔnolo M2(R) ìlwn twn 2 × 2 pin�kwn me pr�xh
twn pollaplasiasmì pin�kwn den eÐnai om�da. O pÐnakac(

0 1
0 0

)
den èqei antÐstrofo.

KleÐnontac aut  thn par�grafo polÔ qr simo gia thn sunèqeia ja eÐnai h
ènnoia thc upoom�dac. PrÐn ìmwc dojeÐ o orismìc kai èna qr simo je¸rhma
gia tic upoom�dec, ja prèpei na d¸soume ènan bohjhtikì orismì.

Orismìc 1.1.3. 'Estw (G, ∗) mia om�da kai S èna uposÔnolo thc G. 'An
gia k�je a, b ∈ S isqÔei a ∗ b ∈ S, tìte lème pwc to S eÐnai kleistì ¸c proc
thn pr�xh om�dac thc G.

Orismìc 1.1.4. 'Estw H èna mh kenì uposÔnolo miac om�dac (G, ∗). To
H ja kaleÐtai upoom�da thc G an

(1) To H eÐnai kleistì wc proc th dimel  pr�xh thc G.

(2) To H eÐnai om�da me thn Ðdia pr�xh.

Je¸rhma 1.1.1. 'Ena uposÔnolo H miac om�dac G eÐnai upoom�da thc G
an kai mìno an

(1) To H eÐnai kleistì wc proc thn dimel  pr�xh thc G,

(2) To oudètero stoiqeÐo e thc G an kei sto H,

(3) Gia k�je a ∈ H isqÔei a−1 ∈ H.

Apìdeixh. Epeid  hH eÐnai upoom�da thc G tìte oi sunj kec (1), (2), (3) isqÔ-
oun apo ton orismì thc upoom�dac. Antistrìfwc, ac upojèsoume oti H eÐnai
èna uposÔnolo thc om�dac G tètoio ¸ste na isqÔoun oi sunj kec (1), (2), (3).
Apo th sunj kh (2) èqoume ìti up�rqei to tautotikì stoiqeÐo thc H. EpÐshc
apo thn (3) èqoume oti gia k�je stoiqeÐo thc H up�rqei to antÐstrofo tou.
Tèloc mènei na elègxoume th prosetairistikìthta thc dimeloÔc pr�xhc. 'Omwc
eÐnai safèc pwc gia k�je a, b, c ∈ H isqÔei (ab)c = a(bc) sthn H, diìti sthn
pragmatikìthta, mporoÔme na jewr soume aut  thn isìthta wc isìthta sthn
G, sthn opoÐa o prosetairistikìc nìmoc isqÔei. Epomènwc H upoom�da thc
G.
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AfoÔ loipìn k�name mia perigraf  t¸n om�dwn kai k�poiwn apl¸n id-
iot twn toÔc eÐmaste ètoimoi na suneqÐsoume sthn epìmenh par�grafo ìpou
ja parousi�soume, antimetajetik� kai mh s¸mata.

1.2 Antimetajetik� kai mh Antimetajetik�

s¸mata

Orismìc 1.2.1. 'Ena s¸ma K, eÐnai èna mh kenì sÔnolo, efodiasmèno me
tic pr�xeic thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ tètoio ¸ste na isqÔoun oi
ex c idiìthtec:

(1) a · (b+ c) = a · b+ a · c.

(2) To sÔnolo (K,+) eÐnai abelian  om�da, me oudètero stoiqeÐo to 0.

(3) To sÔnolo (K−{0} , ·) eÐnai abelian  om�da, me oudètero stoiqeÐo to 1.

K�poia s¸mata pou mac eÐnai oikeÐa kai ta qrhsimopoioÔme suneq¸c, eÐnai
ta Q, R kai to C. MÐa �llh algebrik  dom  ìmwc, pou Ðswc na m n mac eÐnai
kai tìso gnwst  all� ja mac apasqol sei p�ra polÔ sthn sunèqeia eÐnai to
mh antimetajetikì s¸ma (skew-field).

Orismìc 1.2.2. 'Ena mh antimetajetikì s¸ma K, eÐnai èna mh kenì sÔnolo,
efodiasmèno me tic pr�xeic thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ tètoio
¸ste na isqÔoun oi ex c idiìthtec:

(1) a · (b+ c) = a · b+ a · c kai (b+ c) · a = b · a+ c · a.

(2) To sÔnolo (K,+) eÐnai abelian  om�da, me oudètero stoiqeÐo to 0.

(3) To sÔnolo (K− {0} , ·) eÐnai om�da, me oudètero stoiqeÐo to 1.

H diafor� tou loipìn apì apo èna s¸ma eÐnai pwc den isqÔei h antimeta-
jetik  idiìthta wc proc ton pollaplasiasmì.

Oi pragmatikoÐ arijmoÐ kai oi migadikoÐ, ìpwc anafèrame kai prÐn eÐnai s¸ma-
ta. To s¸ma twn migadik¸n arijm¸n C orÐzetai wc to sÔnolo ekeÐno tou opoÐou
ta stoiqeÐa eÐnai ìla ta diatetagmènh zeÔgh (a, b), ìpou a kai b pragmatikoÐ
arijmoÐ kai ìpou h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc metaxÔ twn zeug¸n aut¸n
orÐzetai antistoÐqwc wc ex c:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)(c, d) = (ac− bd, bc+ ad).
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K�je migadikìc arijmìc z = a+ ib ∈ C mporeÐ na tautisteÐ me to shmeÐo (a, b)
tou eukleÐdeiou epipèdou R2. Mèsw thc taÔtishc aut c to R2 eÐnai isìmorfo me
to C. Genniètai t¸ra to er¸thma an mporeÐ to R3 na apokt sei dom  s¸matoc.

Je¸rhma 1.2.1. Den eÐnai dunatìn na epektajoÔn oi pr�xeic +, · tou C ∼= R2

sto R3 ¸ste autì na apokt sei dom  s¸matoc.

Apìdeixh. 'Estw {1, i, j} mÐa b�sh tou R3 . Tìte k�je stoiqeÐo tou R3 mporeÐ
na grafeÐ monos manta san grammikìc sunduasmìc twn stoiqeÐwn thc b�shc.
Sunep¸c an èqoume ìti ij = a+ bi+ cj gi� k�poia a, b, c ∈ R tìte ja èqoume
i(ij) = ai+ bi2 + cij opìte

−j = ai− b+ cij

−j = ai− b+ (a+ ib+ cj)c

−j = (ac− b) + (a+ bc)i+ c2j,

pou shmaÐnei ìti c2 = −1. All� autì antif�skei me to gegonìc ìti c ∈ R.

1.3 Kbatèrnia

AfoÔ apodeÐxame pwc to (R3,+, ·) dèn eÐnai s¸ma, erqìmaste t¸ra sto shmeÐo
na anarwthjoÔme gia to an mporoÔme na efodi�soume to Rn me dom  s¸matoc
gia n ≥ 3. O Hamilton to 1843 èdwse lÔsh se autì to dÔskolo er¸thma
thc epoq c apodeiknÔontac pwc to Rn gia n = 4 epidèqetai dom  s¸matoc kai
m�lista mh antimetajetikoÔ.

Gia na perigr�youme aut  th diadikasÐa ja p�roume èna stoiqeÐo (a, b, c, d) ∈
R4 kai ja to sumbolÐsoume wc a+ bi+ cj + dk. Eis�goume ènan pollaplasi-
astikì kanìna sta sÔmbola {1, i, j, k} wc ex c:

i1 = 1i = i, j1 = 1j = j, k1 = 1k = k.

Gia ta �lla trÐa sÔmbola èqoume:

i2 = −1, j2 = −1, k2 = −1.

Tèloc, to ginìmeno twn dÔo ek twn tri¸n sumbìlwn ja mac dÐnei to trÐto,
kuklik�:

ij = k, jk = i, ki = j,

ji = −k, kj = −i, ik = −j.
To ginìmeno dÔo aujaÐretwn stoiqeÐwn èqei thn akìloujh morf :

(a+bi+cj+dk)(x+yi+zj+wk) = (ax−by−cz−dw)+(ay+bx+cw−dz)i

4



5

+(az + cx+ dy − bw)j + (aw + dx+ bz − cy)k.

To sÔnolo R4, efodiasmèno me th pr�xh thc prìsjeshc twn sunistws¸n
kai th pr�xh tou pollaplasiasmoÔ, me ton trìpo pou perigr�fthke parap�nw,
ja sumbolÐzetai me H kai ja kaleÐtai s¸ma twn kbaternÐwn. To sÔno-
lo twn kbaternÐwn apoteleÐ mia jemeli¸dh ènnoia gia ta majhmatik� kai thn
fusik  kai ìpwc ja doÔme kai sta epìmena kef�laia eÐnai tìso shmantikì ìso
kai to sÔnolo twn pragmatik¸n   twn migadik¸n arijm¸n.

Gia na apodeÐxoume ìti to H eÐnai èna mh antimetajetikì s¸ma to mìno
dÔskolo shmeÐo pou ja antimetwpÐsoume eÐnai ìti k�je mh mhdenikì stoiqeÐo è-
qei pollaplasiastikì antÐstrofo. Gia autì to lìgo, eÐnai qr simo na orÐsoume
ton suzug  kai to mètro enìc aujaÐretou stoiqeÐou q = a+ bi+ cj + dk ∈ H
wc ex c:

q = a− bi− cj − dk

|q| =
√
a2 + b2 + c2 + d2.

IsqÔei ìti qq = qq = |q|2 kai oti q

|q|2 eÐnai pollaplasiastikìc antÐstrofoc tou
q.

AxÐzei na shmei¸soume ìti epeid  a = a + 0i gia k�je a ∈ R kai a + bi =
a+ bi+ 0j + 0k gia k�je a+ bi ∈ C isqÔei ìti:

R ⊂ C ⊂ H.

K�je migadikìc arijmìc mporeÐ na grafteÐ san z = a + bi gia k�je a, b ∈ R.
'Omoia k�je kbatèrnio mporeÐ na grafteÐ san q = z+wj gia k�poia z, w ∈ C.

a+ bi+ cj + dk = (a+ bi) + (c+ di)j.

Met� apo ta parap�nw genn�tai to er¸thma tou kata pìson mporoÔme na
efodi�soume to Rn me dom  s¸matoc. Ja mporoÔsame akìmh na jewr soume
to R4 wc s¸ma kai ìqi mh antimetajetikì s¸ma; H ap�nthsh se ìla aut�
ta erwt mata eÐnai oqi. O Arthur Cayley apèdeixe to 1845 pwc ektìc apo
to sÔnolo twn kbaternÐwn up�rqei kai èna �llo sÔsthma arijm¸n to opoÐo
kaleÐtai okt�nia, orÐzontac èna pollaplasiastikì kanìna gia to R8.

1.4 Pr�xeic metaxÔ pin�kwn

Se aut  thn par�grafo ja anaferjoÔme se sumbolismoÔc, idiìthtec kai alge-
brikèc pr�xeic pou orÐzontai p�nw stouc pÐnakec.

'EstwMm,n(K) to sÔnolo ìlwn twnm×n pin�kwn ìpou mem ja sumbolÐ-
zoume tic grammèc kai me n tic st lec, ìpou ta stoiqeÐa twn sthl¸n kai twn
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gramm¸n ja an koun sto s¸ma K. To sÔnolo Mn,n(K) ja to sumbolÐzoume
me Mn(K) kai eÐnai to sÔnolo ìlwn twn tetragwnik¸n n × n pin�kwn. An
A ∈ Mm,n(K), tìte to Aij eÐnai to stoiqeÐo thc i gramm c kai thc j st lhc
tou pÐnaka A.

'Estw A kai B dÔo pÐnakec me to Ðdio mègejoc, èstw m× n. To �jroisma
twn A kai B, gr�fetai A+B kai eÐnai o pÐnakac pou lamb�netai prosjètontac
ta antÐstoiqa stoiqeÐa twn A kai B. Dhlad ,

(A+B)i,j = Aij +Bij.

To ginìmeno tou pÐnaka A me ènan arijmì k ∈ K, pou gr�fetai kA eÐnai o
pÐnakac pou lamb�netai pollaplasi�zontac to k�je stoiqeÐo tou A me to k.
Tèloc, to ginìmeno dÔo pin�kwn Am,n kai Bn,l eÐnai to stoiqeÐo AB ∈Mm,l(K),
kai orÐzetai wc ex c:

(AB)ij = (i gramm  tou A) · (j st lh tou B) =
n∑

s=1

Ais ·Bsj.

'Estw A ∈Mn(K). H kÔria diag¸nioc   apl� diag¸nioc tou A, apoteleÐtai apo
ta stoiqeÐa me touc Ðdiouc deÐktec, dhlad  ta A11, A22, ..., Ann. Gia par�deigma:

diag(1, 2, 3) =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

O tautotikìc pÐnakac, o opoÐoc sumbolÐzetai me I eÐnai o n × n pÐnakac me
stoiqeÐa 1 sthn diag¸nio kai mhdenik� stic �llec jèseic. Gr�fetai kai wc
ex c:

I = diag(1, ..., 1).

O an�strofoc enìc pÐnaka A, sumbolÐzetai me AT , kai eÐnai o pÐnakac pou
lamb�netai gr�fontac tic grammèc tou A wc st lec kai tic st lec san grammèc.
Me �lla lìgia, e�n o A eÐnai ènac m× n pÐnakac, tìte o AT eÐnai ènac n×m
pÐnakac. To je¸rhma pou akoloujeÐ dÐnei tic basikèc idiìthtec tou an�strofou
pÐnaka.

Je¸rhma 1.4.1. 'Estw A kai B dÔo pÐnakec kai èstw k ∈ K ènac arijmìc.
Tìte ìtan orÐzetai �jroisma kai to ginìmeno, isqÔoun ta ex c:

(1) (A+B)T = AT +BT ,

(2) (AT )T = A,

6
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(3) (kA)T = kAT ,

(4) (AB)T = BTAT .

'Estw t¸ra ènac tetragwnikìc pÐnakac. H kÔria diag¸nioc tou A, apoteleÐ-
tai apì ta stoiqeÐa me touc Ðdiouc deÐktec, dhlad  ta

A11, A22, A33, ..., Ann

To Ðqnoc tou A, pou gr�fetai tr(A), eÐnai to �jroisma twn diag¸niwn stoiqeÐ-
wn. Sugkekrimèna

tr(A) = A11 + A22 + A33 + ...+ Ann.

IsqÔei to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1.4.2. 'Estw A kai B tetragwnikoÐ pÐnakec, kai k ∈ K. Tìte

(1) tr(A+B) = tr(A) + tr(B),

(2) tr(kA) = ktr(A),

(3) tr(AT ) = tr(A),

(4) tr(AB) = tr(BA)

AxÐzei na shmei¸soume ìti h (4) isqÔei mìno ìtan K ∈ {R,C}. O pol-
laplasiasmìc sto H den eÐnai prosetairistikìc kai ètsi h (4) isqÔei mìno sto
M1(H).
Ja anaferjoÔme t¸ra sthn sun�rthsh orÐzousac, ìtan K ∈ {R,C}.H sun�rthsh
orÐzousac ja eÐnai thc morf c:

det : Mn(K) → K,

IsqÔei to ex c:

Je¸rhma 1.4.3. H sun�rthsh orÐzousac èqei tic akìloujec idiìthtec:

(1) Gia k�je A,B ∈Mn(K) isqÔei det(AB) = det(A)det(B),

(2) detIn = 1,

(3) O A ∈Mn(K) antistrèfetai an kai mìno an det(A) 6= 0.
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H orÐzousa eÐnai mia shmantik  ènnoia thc grammik c �lgebrac afoÔ mac
bohj�ei sto na lÔnoume grammikèc exis¸seic. Parak�tw parousi�zoume èna
par�deigma orÐzousac enìc pÐnaka 3× 3:

det

 a b c
d e f
g h i

 = a·det

(
e f
h i

)
−b·det

(
d f
g i

)
+c·det

(
d e
g h

)
=

= a(ei− fh)− b(di− fg) + c(dh− eg)

= aei+ bfg + cdh− (afh+ bdi+ ceg).

Se par�deigma pou ja akolouj sei se epìmenh par�grafo ja orÐsoume thn
orÐzousa enìc pÐnaka me suntelestèc apo to sÔnolo twn kbaternÐwn.

'Estw oti K ∈ {R,C,H}. 'An a ∈ K kai A ∈ Mm,n(K), to aristerì
ginìmeno a · A ∈Mm,n(K) eÐnai to ginìmeno twn stoiqeÐwn tou A me to a.

(a · A)ij = a · Aij.

Aut  h pr�xh onom�zetai aristerìc bajmwtìc pollaplasiasmìc. To Mm,n ja
eÐnai ènac aristerìc dianusmatikìc q¸roc epi tou K wc proc thn prìsjesh
pin�kwn kai ton aristerì bajmwtì pollaplasiasmì.

Orismìc 1.4.1. 'Enac aristerìc dianusmatikìc q¸roc epÐ enìc m  antimeta-
jetikoÔ s¸matoc K eÐnai èna sÔnolo M efodiasmèno me mia pr�xh prìsjeshc
kai bajmwtoÔ pollaplasiasmoÔ.

M ×M →M K×M →M
(A,B) 7→ A+B (a,A) 7→ a · A.

To M eÐnai mÐa abelian  om�da me pr�xh thn prìsjesh. Epiplèon gia k�je
a, b ∈ K kai gia k�je A,B ∈M isqÔei:

(1) a · (b · A) = (a · b) · A,

(2) 1 · A = A,

(3) (a+ b) · A = a · A+ b · A,

(4) a · (A+B) = a · A+ a ·B.

E�n eÐqame epilèxei na mil soume gia ton dexiì bajmwtì pollaplasiasmì
stoMm,n(K) ja orÐzame (A ·a)i,j = Ai,j ·a, kai ètsi toMm,n(K) ja  tan ènac
dexiìc dianusmatikìc q¸roc p�nw sto K. Se aut  thn perÐptwsh ènac dexiìc
dianusmatiìc q¸roc ja sumbolÐzetai wc a,A 7→ A · a. Oi upìloipec idiìthtec
ja èqoun oi ex c:
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(1) A · (a · b) = (A · a) · b,

(2) A · 1 = A,

(3) A · (a+ b) = A · a+ A · b,

(4) (A+B) · a = A · a+B · a.

Orismìc 1.4.2. 'Ena uposÔnolo W enìc aristeroÔ dianumatikoÔ q¸rou M
epÐ enìc m  antimetajetikoÔ s¸matoc K kaleÐtai upìqwroc touM e�n gia k�je
a, b ∈ K kai gia k�je A,B ∈ W isqÔei, a · A+ b ·B ∈ W.

AfoÔ loipìn d¸same touc orismoÔc kai èqoume sunolik  epopteÐa gia to ti
shmaÐnei aristerìc kai dexiìc dianusmatikìc q¸roc, axÐzei na parathr soume
pwc an to K eÐnai s¸ma tìte apl� ja mil�me gia dianusmatikoÔc q¸rouc. 'An
ìmwc to K = H tìte apo d¸ kai sto ex c ja epilègoume na mil�me gia ton
Mm,n(H) wc aristerì dianusmatikì q¸ro epÐ tou H.

1.5 PÐnakec wc grammikoÐ metasqhmatismoÐ

Orismìc 1.5.1. 'Estw K ∈ {R,C,H}. SumbolÐzoume me Kn to sÔnolo ìlwn
twn diatetagmènwn stoiqeÐwn tou K. H prìsjesh ston Kn orÐzetai wc ex c:

An a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) tìte a+ b = (a1 + b1, ..., an + bn).

Aut  h pr�xh efodi�zei to Kn me dom  abelian c om�dac, me oudètero
stoiqeÐo to (0, ..., 0). Gia c ∈ K orÐzoume

ca = (ca1, ..., can)

kai ètsi kai me aut  thn pr�xh o Kn gÐnetai dianusmatikìc q¸roc epÐ tou K.

Orismìc 1.5.2. MÐa apeikìnish f : Kn → Kn onom�zetai grammik  e�n gia
k�je c, d ∈ K kai a, b ∈ Kn isqÔei

f(ca+ db) = cf(a) + df(b).

Orismìc 1.5.3. E�n oi f : Kn → Kn kai g : Kn → Kn eÐnai grammikèc tìte
kai h g ◦ f ja eÐnai grammik .

Apìdeixh. g ◦ f(ca+ db) = g(cf(a) + df(b)) = c(g ◦ f)(a) + d(g ◦ f)(b).
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EÐnai fusikì na tautÐsoume ton Kn = {(q1, .., qn) | qi ∈ K} me to M1,n(K)
kai ètsi na jewr soume ton Kn san aristerì dianusmatikì q¸ro p�nw s-
to K. Qrhsimopoi¸ntac aut  thn antistoiqÐa up�rqoun dÔo trìpoi me touc
opoÐouc mporoÔme na antistoiqÐsoume k�je pÐnaka A ∈ Mn(K) se ènan gram-
mikì metasqhmatismì apo ton Kn ston Kn.

Orismìc 1.5.4. 'An A ∈ Mn(K) orÐzoume thn apeikìnish RA : Kn → Kn

kai thn apeikìnish LA : Kn → Kn tètoiec ¸ste gia k�je X ∈ Kn, na isqÔei:

RA(X) = X · A kai LA(X) = X · AT .

Gia par�deigma, e�n A =

(
1 2
3 4

)
∈M2(R), tìte gia k�je (x, y) ∈ R2,

RA(x, y) = (x y) ·
(

1 2
3 4

)
= (x+ 3y, 2x+ 4y), kai

LA(x, y) = (x y) ·
(

1 3
2 4

)
= (x+ 2y, 3x+ 4y).

Sthn sunèqeia ja apodeÐxoume pwc o dexiìc pollaplasismìc orÐzei mÐa 1 − 1
antistoiqÐa metaxÔ grammik¸n sunart sewn apo ton Kn ston Kn kai pin�kwn.

Prìtash 1.5.1.

(1) Gia k�je A ∈Mn(K), h RA : Kn → Kn eÐnai grammik .

(2) K�je grammik  apeikìnish apo to Kn sto Kn antistoiqeÐ se mia RA gia
k�poio A ∈Mn(K).

Apìdeixh. Arqik� ja apodeÐxoume th grammikìthta. 'Estw a, b ∈ K kai
X,Y ∈ Kn. Tìte

RA(aX+ bY ) = (aX+ bY ) ·A = a(X ·A)+ b(Y ·A) = a ·RA(X)+ b ·RA(Y ).

Gia to (2) èstw f : Kn → Kn mÐa grammik  apeikìnish. 'Estw A ∈ Mn(K) o
pÐnakac tou opoÐou oi grammèc eÐnai ta f(ei), ìpou

e1 = (1, 0, ..., 0), ..., en = (0, ..., 1)

eÐnai h sunhjismènh b�sh tou q¸rou Kn. EÐnai profanèc oti f(ei) = RA(ei)
gia k�je i = 1, .., n. Epeid  oi f kai RA eÐnai grammikèc apeikonÐseic kai èqoun
thn Ðdia tim  se mia b�sh, sumpairènoume oti f = RA.
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Apì thn prohgoÔmenh prìtash eÐdame ìti oi grammèc enìc A ∈ Mn(K)
eÐnai oi eikìnec tou {e1, ..., en} mèsw thc RA. AntÐstoiqa oi st lec tou eÐnai
eikìnec mèsw thc LA. H apeikìnish LA : Kn → Kn eÐnai grammik  mìno ìtan
K ∈ {R,C} kai autì giatÐ to Hn mporeÐ na efodiasteÐ mìno me dom  aristeroÔ
dianusmatikoÔ q¸rou.

Prìtash 1.5.2. 'Estw K ∈ {R,C} .

(1) Gia k�je A ∈Mn(K), h LA : Kn → Kn eÐnai grammik .

(2) K�je grammik  apeikìnish apo to Kn sto Kn antistoiqeÐ se mia LA gia
k�poio A ∈Mn(K).

H apìdeixh eÐnai ìmoia me thn prohgoÔmenh, kai shmei¸noume oti

LA = RAT gia k�je A ∈Mn(K), ìpou K ∈ {R,C}.

1.6 Genikèc grammikèc om�dec

To sÔnoloMn(K) den eÐnai om�da me pr�xh ton pollaplasiasmì pin�kwn, giatÐ
orismènoi pÐnakec den èqoun pollaplasiastikì antÐstrofo. Gia par�deigma,
e�n ènac A ∈Mn(K) èqei ìla ta stoiqeÐa tou mhdèn, tìte den èqei pollaplasi-
astikì antÐstrofo, dhlad  den isqÔei AB = BA = I. Parìla aut� ta stoiqeÐ-
a enìc Mn(K) ta opoÐa èqoun antÐstrofouc sqhmatÐzoun mÐa polÔ shmantik 
om�da thc opoÐac oi upoom�dec ja apotelèsoun kÔrio jèma suz thshc sth
sunèqeia.

Orismìc 1.6.1. H genik  grammik  om�da epÐ tou s¸matoc K eÐnai to sÔnolo

GLn(K) = {A ∈Mn(K) | up�rqei B ∈Mn(K) ¸ste AB = BA = I} .

Prìtash 1.6.1.

GLn(K) = {A ∈Mn(K) | RA : Kn → Kn eÐnai grammikìc isomorfismìc} .

Gia k�je A ∈Mn(K) h RA eÐnai p�nta grammik . Ja kaleÐtai isomorfismìc
tou Kn epÐ tou Kn, e�n eÐnai amfimonos manth kai epÐ tou Kn. Sthn perÐptwsh
aut  h (RA)−1 eÐnai isomorfismìc tou Kn epÐ tou euatoÔ tou.

Apìdeixh. 'Estw pÐnakac A ∈ GLn(K) kai B tètoioc ¸ste BA = I. Tìte

RA ◦RB = RBA = RI = id (tautotik  apeikìnish).
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Sunep¸c h antÐstrofh thc RA eÐnai h RB.

AntÐstrofa, èstw A ∈ Mn(K) tètoioc ¸ste h RA na antistrèfetai. H
(RA)−1 eÐnai grammik . Pr�gmati,

(RA)−1(aX + bY ) = a(RA)−1(X) + b(RA)−1(Y ).

'Etsi èqoume ìti (RA)−1 = RB gia k�poio B ∈ Mn(K). Epomènwc RBA =
RA ◦ RB = id, to opoÐo shmaÐnei ìti BA = I. 'Omoia, RAB = RB ◦ RA = id,
pou shmaÐnei AB = I.

Pìrisma 1.6.1. 'Estw K ∈ {R,C}. Tìte

GLn(K) = {A ∈Mn(K) | det(A) 6= 0} .

AfoÔ loipìn perigr�yame k�poia polÔ basik� ergaleÐa thc grammik c �l-
gebrac, eÐmaste ètoimoi na mpoÔme sto basikì komm�ti thc ergasÐac, pou eÐnai
oi om�dec pin�kwn.
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Kef�laio 2

'Olec oi om�dec pin�kwn eÐnai
pragmatikèc om�dec pin�kwn

Sto kef�laio autì ja anaferjoÔme se upoom�dec twn genik¸n grammik¸n
om�dwn. Ja apodeÐxoume oti k�je upoom�da thc GLn(C)   thc GLn(H) eÐnai
isìmorfh me mia upoom�da thc GLm(R) gia k�poio m. 'Amesh sunèpeia autoÔ
apoteleÐ to parak�t je¸rhma:

Je¸rhma 2.0.1.

(1) H GLn(C) eÐnai isìmorfh me mÐa upoom�da thc GL2n(R).

(2) H GLn(H) eÐnai isìmorfh me mia upoom�da thc GL2n(C).

Apo to parap�nw je¸rhma sumpairènoume oti h GLn(H) eÐnai isìmorfh me
mia upoom�da thc GL4n(R).

Ja apodeÐxoume sth sunèqeia tou kefalaÐou to parap�nw je¸rhma kataskeu�-
zontac touc amfimonos mantouc omomorfismoÔc:

ρn : GLn(C) → GL2n(R) kai ψn : GLn(H) → GL2n(C)

2.1 MigadikoÐ pÐnakec wc pragmatikoÐ pÐ-

nakec

Ja xekin soume thn par�grafo me èna par�deigma. 'Estw o pÐnakac B =(
cosϑ sinϑ
−sinϑ cosϑ

)
∈ M2(R). GnwrÐzoume apo to prohgoÔmeno kef�laio pwc

gia ènan tètoio pÐnaka antistoiqeÐ mia grammik  apeikìnish RB : R2 → R2.
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H RB parist� strof  gÔrw apo gwnÐa ϑ. Pr�gmati, èstw, èna tuqaÐo
di�nusma (x, y) sto R2.

RB(x, y) = (x y) ·
(

cosϑ sinϑ
− sinϑ cosϑ

)
= (xcosθ + ysinϑ, ycosθ − xsinθ).

Tìte kai me metasqhmatismì se polikèc suntetagmènec x = rcosφ, y = rsinφ
prokÔptei ìti

RB(rcosφ, rsinφ) = (rcosφ rsinφ) ·
(

cosϑ sinϑ
−sinϑ cosϑ

)
=

= (rcosφcosϑ+ rsinφsinϑ,−rcosφsinϑ+ sinφcosϑ) =

= (rcos(ϑ+ φ), rsin(ϑ+ φ)).

SugkrÐnontac to parap�nw me ton pÐnaka A = (eiϑ) ∈ M1(C), parathroÔme
ìti h RA : C → C parist� epÐshc strof  gÔrw apo gwnÐa ϑ:

eiϑ = cosϑ+ isinϑ

'Ara ergazìmenoi ìpwc kai gia ton pÐnaka B ja èqoume:

RA(reiϑ) = rei(ϑ+φ).

Sunep¸c oi pÐnakec A,B parousi�zoun thn Ðdia gewmetrik  kÐnhsh. AfoÔ
loipìn parousi�same ta dÔo aut� paradeÐgmata ja prospaj soume na kataskeu�-
soume mia sun�rthsh thc morf c:

ρn : Mn(C) →M2n(R)

h opoÐa ja stèlnei k�je pÐnaka A ∈Mn(C) se ènan �llo B ∈M2n(R). K�je
pÐnakac A ∈ Mn(C) antistoiqeÐ se mia grammik  apeikìnish RA : C → C.
Aut  h apeikìnish mporeÐ na antikatastajeÐ apo mia �llh RB : R2 → R2,
afoÔ eÐnai gnwstì ìti mporoÔme na tautÐsoume ton R2n me ton Cn mèsw tou
isomorfismoÔ, fn : Cn → R2n.

fn(a1 + b1i, a2 + b2i, ..., an + bni) = (a1, b1, a2, b2, ..., an, bn).

Ja kataskeu�soume t¸ra thn apeikìnish ρn : Mn(C) → M2n(R), ètsi ¸ste
gia k�je A ∈Mn(C) to akìloujo di�gramma na eÐnai antimetajetikì:

Cn
fn //

RA
��

R2n

Rρn(A)

��
Cn

fn // R2n

Parathr¸ntac to parap�nw di�gramma blèpoume oti Rρn(A) ◦ fn = fn ◦Rρn(A).
Ta akìlouja dÔo paradeÐgmata ja mac bohj soun gia thn katanìhsh thc ρn.
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• 'Otan n = 1 èqoume thn ρ1 : M1(C) →M2(R)

ρ1(a+ bi) =

(
a b
−b a

)
.

Epiplèon, h sqèsh aut  mporeÐ na grafeÐ kai san

ρ1(a+ ib) = aI2 − bJ,

ìpou J =

(
0 1
−1 0

)
parist� strof  sto epÐpedo kata gwnÐa 3π

2
.

• 'Otan n = 2 èqoume thn ρ2 : M2(C) →M4(R).

ρ2

(
a+ bi c+ di
e+ fi h+ ji

)
=


a b c d
−b a −d c
e f h j
−f e −j h

 .

Apo ta parap�nw paradeÐgmata blèpoume oti gia ènan pÐnaka Z = zrs ∈
Mn(C) me zrs = xrs + iyrs dhlad  Z = (xrs) + i(yrs) eÐnai:

ρn(Z) =


ρ(z11) ρ(z12) · · · ρ(z1n)

ρ(z21)
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

ρ(zn1) · · · · · · ρ(znn)

 .

Prìtash 2.1.1. Gia k�je k ∈ R kai gia k�je A,B ∈Mn(C) isqÔei:

(1) ρn(kA) = k · ρn(A).

(2) ρn(A+B) = ρn(A) + ρn(B).

(3) ρn(AB) = ρn(A) · ρn(B).

Apìdeixh. Ta dÔo pr¸ta isqÔoun, �ra mènei na deÐxoume to trÐto. Arqik� ja
jewr soume to antimetajetikì di�gramma:

Cn
fn //

RA
��

R2n

Rρn(A)

��
Cn

fn //

RB
��

R2n

Rρn(B)

��
Cn

fn // R2n
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PaÐrnontac thn sÔnjesh twn dexi¸n apeikonÐsewn tou diagr�mmatoc è-
qoume:

Rρn(B) ◦Rρn(A) = Rρn(B) ·Rρn(A).

Epiplèon, an p�roume tic apeikonÐseic thc arister c pleur�c tou diagr�mmatoc
ja èqoume:

RB ◦RA = RAB pou gr�fetai kai san Rρn(AB).

Epomènwc,
Rρn(A) ·Rρn(B) = Rρn(AB),

sunep¸c ρn(AB) = ρn(A) · ρn(B).

Prìtash 2.1.2. 'Estw B ∈ M2n(R). H apeikìnish RB ja eÐnai C −
grammik  an kai mìno an h F = f−1

n ◦RB ◦ fn : Cn → Cn eÐnai C− grammik .

Cn
fn // R2n

RB
��

Cn R2n

f−1
n

oo

Apo to di�gramma faÐnetai oti h F eÐnai R − grammik . Aut  ja eÐnai kai
C− grammik  an kai mìno an F (iX) = iF (X) gia k�je X ∈ Cn. PaÐrnontac,
t¸ra thn eidik  perÐptwsh ìpou A ∈ M2n(C) h ρn(A) ja isoÔtai me J2n =
ρn(iI) kai J2

2n = −1 · I. Epomènwc, kai gia aut  thn perÐptwsh, ja isqÔei to
parak�tw di�gramma:

Cn
fn //

Ri·I
��

R2n

RJ2n
��

Cn
fn // R2n

E�n to n = 1 o pÐnakac J2 ja parist� strof  sto epÐpedo kat� gwnÐa
3π
2
. Gia n ≥ 2 tìte o pÐnakac ja perièqei sthn kÔria diag¸nio tou pÐnakec oi

opoÐoi ja parist�noun strofèc, kai stic �llec jèseic mhdèn.

Prìtash 2.1.3. 'Estw B ∈ M2n(R). H apeikìnish RB ja eÐnai C −
grammik  an kai mìno an:

B · J2n = J2n ·B.
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Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to parap�nw je¸rhma ja qreiastoÔme thn bo -
jeia twn parak�tw antimetajetik¸n diagramm�twn:

Cn
fn //

RiI
��

R2n

RJ2n
��

Cn
fn //

RA
��

R2n

RB
��

Cn
fn //

RiI
��

R2n

RJ2n
��

Cn
fn // R2n

Arqik� ja apodeÐxoume to eujÔ. PaÐrnontac th sÔnjesh twn tri¸n apeikonÐsewn
apo arister� èqw RiAi = R−A kai h sÔnjesh twn tri¸n apeikonÐsewn apo ta
dexi� mac dÐnei Rρ(−A) = R−B. Epomènwc

R−B = RJ2nBJ2n .

'Ara −B = J2nBJ2n. GnwrÐzontac ìmwc oti isqÔei J2
2n = −I, katal goume

sto B ·J2n = J2n ·B. Erqìmaste na apodeÐxoume to antÐstrofo. Apo upìjesh
èqw oti B · J2n = J2n · B. Apo prohgoÔmenh prìtash gnwrÐzoume oti ènac
B ∈ M2n(R) ja eÐnai C − grammikìc an kai mìno an h F = f−1

n ◦ RB ◦ fn :
Cn → Cn eÐnai C−grammik . Sthn prokeimènh perÐptwsh ja apodeÐxoume pwc
h f−1

n ◦RJ2nBJ2n ◦ fn eÐnai C− grammik . Pr�gmati,

f−1
n ◦RJ2nBJ2n

◦ fn = f−1
n ◦R−B ◦ fn =

= f−1
n ◦Rρ(−A) ◦ fn = fn ◦R−A ◦ f−1

n =

= fn ◦RiAi ◦ f−1
n pou eÐnai C− grammik .

Pollèc forèc ja mac faneÐ qr simo na orÐsoume thn eikìna tou Mn(C).
Apo ta apotelèsmata thc parap�nw prìtashc ja èqoume:

ρn(Mn(C)) = {A ∈M2n(R) : AJ2n = J2nA} .

KleÐnontac aut  th par�grafo ja parousi�soume mia gewmetrik  efarmog 
ìlwn aut¸n pou proanafèrame sqetik� me th monadiaÐa sfaÐra. 'An z1, z2 ∈ C,
autoÐ ja antistoiqoÔn se dÔo pÐnakec A1, A2 ∈M2(R). To eswterikì ginìmeno
〈z1, z2〉 antistoiqeÐ sto eswterikì ginìmeno 〈A1, A2〉 = 1

2
tr(A1A

T
2 ) sto sÔnolo
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M2(R). To m koc |z|2 = 〈z, z〉 antistoiqeÐ sto |A|2 = 1
2
tr(AAT ) = det(A),

dhlad  thn orÐzousa tou pÐnaka A. Wc sunèpeia twn parap�nw, h monadiaÐa
sfaÐra mporeÐ na ekfrasteÐ wc:

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} =

{
A =

(
x y
−y x

)
∈M2(R) : det(A) = 1

}
=

=
{
A ∈M2(R) : AAT = I2, det(A) = 1

}
.

2.2 PÐnakec kbaternÐwn wc migadikoÐ pÐ-

nakec

H idèa gia thn opoÐa ja mil soume se aut  th par�grafo eÐnai an�logh aut c
thc prohgoÔmenhc paragr�fou. Sth jèsh thc fn : Cn → R2n, ja èqoume thn
gn : Hn → C2n h opoÐa ja eÐnai thc morf c:

gn(z1 + w1j, z2 + w2j, ..., zn + wnj) = (z1, w1, z2, w2, ..., zn, wn).

Stìqoc ìpwc kai prin eÐnai na orÐsoume mia apeikìnish

ψn : Mn(H) →M2n(C)

¸ste to akìloujo di�gramma na eÐnai antimetajetikì gia k�je A ∈Mn(H):

Hn
gn //

RA
��

C2n

Rψn(A)

��
Hn

gn // C2n

Gia n = 1 èqoume:

ψ1(z + wj) =

(
z w
−w̄ z̄

)
,

  pio analutik�

ψ1(a+ bi+ cj + dk) =

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
.

Prìtash 2.2.1. Gia k�je k ∈ R kai A,B ∈Mn(H) isqÔei:

(1) ψn(kA) = k · ψn(A).

(2) ψn(A+B) = ψn(A) + ψn(B).
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(3) ψn(AB) = ψn(A) · ψn(B).

EpÐshc, èstw B ∈ M2n(C). Tìte h apeikìnish RB ja eÐnai H − grammik 
an kai mìno an h G = g−1

n ◦RB ◦ gn : Hn → Hn eÐnai H− grammik .

Hn
gn // C2n

RB
��

Hn C2n

g−1
n

oo

Ft�same sto shmeÐo na sunjèsoume tic ρn : Mn(C) → M2n(R) kai ψn :
Mn(H) → M2n(C) ètsi ¸ste ta akìlouja diagr�mmata na eÐnai antimeta-
jetik�:

Hn
gn //

RA
��

C2n

Rψn(A)

��

f2n // R4n

R(ρ2n◦ψn)(A)

��
Hn

gn // C2n
f2n // R4n

Apo to di�gramma parathroÔme oti:

(ρ2n ◦ ψn)(A) : Mn(H) →M4n(R)

Tèloc, ìpwc kai sth prohgoÔmenh par�grafo ètsi kai ed¸ ja èqoume ènan
I4n pou ja k�nei to di�gramma antimetajetikì:

Hn
(f2n◦gn)//

RiI
��

R4n

RI4n

��
Hn

(f2n◦gn)// R4n

Gia n = 1 h (ρ2n ◦ ψn)(iI) = I4 ìpou I4 ja eÐnai Ðsoc me:
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 .

Epiplèon:

Hn
(f2n◦gn)//

RjI
��

R4n

RJ4n

��
Hn

(f2n◦gn)// R4n

19
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Gia n = 1 h (ρ2n ◦ ψn)(jI) = J4 ìpou J4 ja eÐnai Ðsoc me:
0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .

AutoÐ oi dÔo pÐnakec diafèroun stÐc diag¸niec touc, afoÔ perièqoun pÐnakec
oi opoÐoi sth pr¸th perÐptwsh parist�noun strofèc kata gwnÐa 3π

2
, en¸ sth

deÔterh orÐzoun summetrÐa wc proc ton �xona y = 0.

KleÐnontac kai aut  th par�grafo, ja d¸soume mia gewmetrik  efarmog 
ìswn eÐpame sqetik� me thn S3. E�n ta q1, q2 ∈ H antistoiqoÔn stouc A1, A2 ∈
M2(C), tìte to EukleÐdeio eswterikì ginìmeno 〈q1, q2〉 tou R4 antistoiqeÐ
sto eswterikì ginìmeno tou 〈A1, A2〉 = 1

2
tr(A1A

T
2 ). To m koc |q|2 = qq̄

antistoiqeÐ sto |A|2 = 1
2
tr(AAT ) = det(A) dhlad  thn orÐzousa tou pÐnaka

A. Sunep¸c h S3 mporeÐ na ekfrasteÐ wc:

S3 = {q ∈ H : |q| = 1} = {q = (x, y, z, t) ∈ H : |q| = 1} =

=

{
A =

(
u1 u2

−ū2 ū1

)
∈M2(C) : det(A) = 1

}
=

=
{
A ∈M2(C) : AĀT = I2, det(A) = 1

}
.

2.3 Genikèc grammikèc om�dec

Prìtash 2.3.1. H eikìna enìc antistrèyimou pÐnaka mèsw thc ρn kai thc
ψn eÐnai antistrèyimoc pÐnakac.

Apìdeixh. 'Estw A ∈Mn(C). Tìte,

A ∈ GLn(C) ⇐⇒ RA : Cn → Cn eÐnai 1-1

⇐⇒ Rρn(A) : R2n → R2n eÐnai 1-1

⇐⇒ ρn(A) ∈ GL2n(R)

OmoÐwc douleÔoume kai gia thn ψn. 'Opwc eÐpame kai prohgoumènwc m-
poroÔme na periorÐsoume tic ρn kai ψn se apeikonÐseic metaxÔ genik¸n gram-
mik¸n om�dwn.

ρn : GLn(C) → GL2n(R),
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ψn : GLn(H) → GL2n(C).

Sto pr¸to kef�laio orÐsame thn orÐzousa enìc pÐnaka A wc sun�rthsh
apo to Mn(K) sto K, ìpou to K ∈ {R,C}. Ja qrhsimopoi soume thn ψn gia
na orÐsoume thn orÐzousa enìc kbatèrniou pÐnaka

det ◦ ψn : Mn(H) → C.

Gia k�je A ∈ Mn(H) ja gr�foume det(A), enno¸ntac det(ψn(A)). Epiplèon
det(I) = 1 kai det(A ·B) = det(A) · det(B).

Prìtash 2.3.2. GLn(H) = {A ∈Mn(H) : det(A) 6= 0}

Apìdeixh. 'Estw A ∈ Mn(H) tìte A ∈ GLn(H) e�n kai mìno e�n ψn(A) ∈
GL2n(C), to opoÐo isodunameÐ me det(ψn(A)) 6= 0.

H orÐzousa enìc kbatèrniou pÐnaka orÐsthke na eÐnai migadikìc arijmìc,
parìla aut� eÐnai pragmatikìc arijmìc.

Prìtash 2.3.3. Gia k�je A ∈Mn(H), det(A) ∈ R.

H apìdeixh aut c thc prìtashc eÐnai polÔ teqnik  kai qrhsimopoieÐ ènnoiec
pou eÐnai �gnwstec sqetik� me ta ìsa èqoume peÐ.
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Kef�laio 3

Orjog¸niec Om�dec

Se autì to kef�laio ja melet soume tic pio shmantikèc upoom�dec twn genik¸n
grammik¸n om�dwn. Autèc eÐnai oi O(n), SO(n), U(n), SU(n) kai Sp(n).

3.1 Eswterikì ginìmeno ston Kn

IsqÔoun oi ex c idiìthtec:

(1) E�n q ∈ R, tìte q̄ = q kai |q| eÐnai h apìluth tim  tou q.

(2) E�n q = a+ bi ∈ C, tìte q̄ = a− bi kai |q| =
√
a2 + b2.

(3) E�n q = a + bi + cj + dk ∈ H, tìte q̄ = a − bi − cj − dk kai |q| =√
a2 + b2 + c2 + d2.

Epiplèon, gia k�je q, q1, q2 ∈ K, isqÔei:

q1 · q2 = q̄2 · q̄1.

q · q̄ = q̄ · q = |q|2 .
|q1 · q2| = |q1| · |q2| .

Orismìc 3.1.1. To sunhjismèno eswterikì ginìmeno ston Kn orÐzetai wc
mia apeikìnish apo ton Kn ×Kn ston Kn, wc ex c:

〈(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)〉K = x1 · ȳ1 + ...+ xn · ȳn.

Orismìc 3.1.2. H sunhjismènh nìrma   to mètro enìc dianÔsmatoc ston
Kn orÐzetai wc mia apeikìnish apo ton Kn stouc mh arnhtikoÔc pragmatikoÔc
arijmoÔc, wc ex c:

|X|K =
√
〈X,X〉K.
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Prìtash 3.1.1. Gia k�je X, Y, Z ∈ Kn kai gia k�je k ∈ K isqÔoun,

(1) 〈X,Y + Z〉 = 〈X, Y 〉+ 〈X,Z〉,

(2) 〈X + Y, Z〉 = 〈X,Z〉+ 〈Y, Z〉,

(3) 〈kX, Y 〉 = k 〈X, Y 〉 kai 〈X, kY 〉 = 〈X, Y 〉 k̄,

(4) 〈X,Y 〉 = 〈Y,X〉 .

Orismìc 3.1.3. 'Estw X, Y ∈ Kn.

(1) Ta X, Y kaloÔntai orjog¸nia e�n 〈X, Y 〉 = 0.

(2) An {X1, ..., Xn} eÐnai mia b�sh tou Kn, tìte aut  ja kaleÐtai orjokanon-
ik  e�n 〈Xi, Xj〉 isoÔtai me 1 ìtan i = j kai me 0 ìtan i 6= j.

(3) H sunhjismènh orjokanonik  b�sh tou Kn eÐnai to sÔnolo:

{e1 = (1, 0, .., 0), e2 = (0, 1, 0, .., 0), ...., en = (0, 0, ..., 1)} .

AfoÔ dìjhkan oi apaitoÔmenoi orismoÐ, ja suneqÐsoume diakrÐnontac perip-
t¸seic gia to eswterikì ginìmeno sto R,C,H. E�n K = R, to sunhjismèno
eswterikì ginìmeno perigr�fei th gwnÐa pou sqhmatÐzoun ta X, Y ∈ Rn:

〈X,Y 〉R = |X|R |Y |R cosϑ.

E�n K = C, to sunhjismèno eswterikì ginìmeno kaleÐtai kai ermhtianì
ginìmeno. To ermhtianì ginìmeno dÔo X, Y ∈ Cn eÐnai migadikìc arijmìc, ètsi
jèloume na perigr�youme to fantastikì kai to pragmatikì mèroc. Autì ja
gÐnei me th bo jeia thc gnwst c apeikìnishc

f = fn : Cn → R2n.

Gia k�je X, Y ∈ Cn èqoume:

〈X, Y 〉C = 〈f(X), f(Y )〉R + i 〈f(X), f(iY )〉R ,

|X|C = |f(X)|R .

Epiplèon an ta X, Y ∈ Cn eÐnai orjog¸nia tìte isqÔei:

〈f(X), f(Y )〉R = 0 kai 〈f(X), f(iY )〉R = 0

Apì ton orismì thc orjokanonik c b�shc kai apo ton tÔpo tou ermhtianoÔ
ginomènou isqÔei.
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Prìtash 3.1.2. To sÔnolo {X1, ..., Xn} ∈ Cn eÐnai orjokanonik  b�sh an
kai mìno an {f(X1), f(iX1)..., f(Xn), f(iXn)} eÐnai orjokanonik  b�sh ston
R2n.

KleÐnontac t¸ra me tic peript¸seic, mac apomènei na p�roume gia K =
H. To sunhjismèno eswterikì ginìmeno se aut  th perÐptwsh kaleÐtai kai
sumplektikì eswterikì ginìmeno. 'Omoia me ta prohgoÔmena, ètsi kai ed¸ ja
qrhsimopoi soume thn h = f2n ◦ gn : Hn → R4n. 'Ara gia k�je X,Y ∈ Hn

èqoume:

〈X, Y 〉H = 〈h(X), h(Y )〉R+i 〈h(X), h(iY )〉R+j 〈h(X), h(jY )〉R+k 〈h(X), h(iY )〉R

|X|H = |h(X)|R .

Prìtash 3.1.3. {X1, ..., Xn} ∈ Hn eÐnai orjokanonik  b�sh e�n kai mìno
e�n {h(X1), h(iX1), h(jX1), h(kX1), ..., h(Xn), h(iXn), h(jXn), h(kXn)} eÐnai
orjokanonik  b�sh ston R4n.

Gn¸rizontac oti isqÔei 〈X,Y 〉R = |X|R |Y |R cosϑ gia K = R, prokÔptei
kai h anisìthta Schwarz.

Prìtash 3.1.4. Gia kaje X,Y ∈ Kn isqÔei:

|〈X, Y 〉| ≤ |X| · |Y | .

3.2 Qarakthristik� twn orjog¸niwn om�d-

wn

H orjog¸nia om�da epÐ enìc s¸matoc K orÐzetai wc ex c:

On(K) = {A ∈ GLn(K) : 〈XA, Y A〉 = 〈X, Y 〉 gia k�je X, Y ∈ Kn}

Ja th sumbolÐzoume me O(n) kai ja kaleÐtai orjog¸nia om�da, sth perÐptwsh
pou K = R. Me U(n) sumbolÐzetai h monadiaÐa om�da, sth perÐptwsh pou
K = C kai tèloc me Sp(n) ja sumbolÐzetai h sumplektik  om�da ìtan èqoume
K = H. PolÔ suqn� ja sunant�me ton pÐnaka A∗, o opoÐoc ja isoÔtai me ton
suzug  an�strofo pÐnaka enìc A ∈Mn(K).

Prìtash 3.2.1. An A ∈ GLn(K) ta ex c eÐnai isodÔnama:

(1) A ∈ On(K).

(2) RA diathreÐ thn orjokanonik  b�sh tou Kn.
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(3) Oi grammèc tou A apoteloÔn mia orjokanonik  b�sh tou Kn.

(4) A · A∗ = I.

H apìdeixh eÐnai teqnik  kai gia autì to lìgo paraleÐpetai. Ja apodeÐxoume
argìtera oti h gewmetrik  ermhneÐa thc O(n) eÐnai ìti apoteleÐtai apo pÐnakec
gia touc opoÐouc o grammikìc touc metasqhmatismìc diathreÐ ta eswterik�
ginìmena kai ta mètra twn dianusm�twn.

Prìtash 3.2.2. 'Estw ρn : U(n) ≤ GLn(C) → O(2n) kai ψn : Sp(n) ≤
GLn(H) → U(2n) tìte:

(1) ρn(U(n)) = O(2n) ∩ ρn(GLn(C)).

(2) ψn(Sp(n)) = U(2n) ∩ ψn(GLn(H)).

(3) (ρ2n ◦ ψn)(U(n)) = O(4n) ∩ (ρ2n ◦ ψn)(GLn(H)).

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume mìno thn pr¸th perÐptwsh, kaj¸c oi upìloipec
apodeiknÔontai ìmoia. E�n A ∈ GLn(C), tìte epeid  ρn(A∗) = ρn(A)∗ èqoume
ρn(A) · ρn(A)∗ = ρn(A) · ρn(A∗) = ρn(A · A∗). 'Ara A ∈ U(n) an kai mìno an
ρn(A) ∈ O(2n).

Prìtash 3.2.3. IsqÔei to ex c:

On(K) = {A ∈ GLn(K) : |RA(X)| = |X| gia k�je X ∈ Kn} .

Apìdeixh. Arqik� ja apodeÐxoume, th prìtash gia K = R. ArkeÐ na deÐxoume
ìti to eswterikì ginìmeno kajorÐzetai apo to mètro dÔo dianusm�twn pou
an koun sto s¸ma mac.

|X + Y |2 = 〈X + Y,X + Y 〉 = 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉+
1

2
〈X, Y 〉

Sunep¸c gia 〈X, Y 〉 èqw:

〈X, Y 〉 =
1

2

(
|X + Y |2 − |X|2 − |Y |2

)
.

Mènei na apodeiqjeÐ gia K ∈ {C,H}. Upojètoume oti A ∈ GLn(C), �ra
up�rqei RA : Cn → Cn h opoÐa na diathreÐ ta mètra twn dianusm�twn. Tìte h
Rρn(A) : R2n → R2n diathreÐ epÐshc ta mètra. Qrhsimopoi¸ntac ta ìsa eÐpame
sto prohgoÔmeno kefalaÐou èqoume:∣∣Rρn(A)(fn(X))

∣∣
R = |fn(RA(X))|R = |RA(X)|C = |X|C = |fn(X)|C .

Epomènwc, ρn(A) ∈ O(2n), kai me th bo jeia thc prohgoÔmenhc prìtash-
c prokÔptei ìti A ∈ U(n). Sth perÐptwsh ìpou K = H h apìdeixh eÐnai
parìmoia.
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3.3 H Eidik  orjog¸nia om�da

Prìtash 3.3.1. E�n K ∈ {R,C} kai A ∈ On(K), tìte

|det(A)| = 1.

Apìdeixh. GnwrÐzontac ìti I = AA∗, tìte

1 = det(A · A∗) = det(A) · det(A∗) = det(A) · det(A) = |det(A)|2 .

QrhsimopoioÔme to gegonìc ìti det(A∗) = det(A), gia K ∈ {R,C}. Sthn
perÐptwsh ìpou K = H, tÐpota den all�zei afoÔ ìpwc apodeÐxame kai sto
prohgoÔmeno kef�laio det(A) shmaÐnei det(ψn(A)), kai ψn(A∗) = ψn(A)∗.

Apo th parap�nw prìtash prokÔptei ìti:

• An A ∈ O(n), tìte det(A) = ±1.

• An A ∈ U(n), tìte det(A) = eiϑ gia k�poio ϑ ∈ [0, 2π).

• An A ∈ Sp(n), tìte det(A) = ±1.

H upoom�da
SO(n) = {A ∈ O(n) : det(A) = 1}

kaleÐtai eidik  orjog¸nia om�da. Epiplèon h upoom�da

SU(n) = {A ∈ U(n) : det(A) = 1}

kaleÐtai eidik  monadiaÐa om�da. Kai oi dÔo eÐnai upoom�dec thc genik c gram-
mik c om�dac, kaj¸c kai thc eidik c grammik c om�dac:

SLn(K) = {A ∈ GLn(K) : det(A) = 1} .

'Ena par�deigma enìc stoiqeÐou thc O(2) \ SO(2) eÐnai o A =

(
1 0
0 −1

)
.

Autìc stèlnei to stoiqeÐo e1 = (1, 0) ston euatì tou kai to e2 = (0, 1) sto
−e2. Gewmetrik� autì shmaÐnei pwc o pÐnakac A parist� summetrÐa wc proc
ton �xona twn x, kai h orÐzousa tou eÐnai Ðsh me −1. Parathr¸ntac t¸ra tic
O(n), U(n) kaj¸c kai tic upoom�dec touc, ja anarwtiìmastan gia thn sqèsh
pou tic sundèei. Ja doÔme loipìn argìtera th sqèsh thc SO(n) me thn O(n)
kaj¸c kai thc SU(n) me thn U(n).
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3.4 Orjog¸niec om�dec mikr c di�stashc

Se aut  th par�grafo ja perigr�youme thn On(K) gia mikrèc timèc tou n. An
èqw ènan A ∈ O(2), tìte oi grammèc tou apoteloÔn mia orjokanonik  b�sh
ston R2. H pr¸th grammh eÐnai èna di�nusma to opoÐo mporeÐ na grafeÐ san
(cosϑ, sinϑ) gia k�poia gwnÐa ϑ. H deÔterh gramm  eÐnai èna di�nusma or-
jog¸nio sto pr¸to to opoÐo mporeÐ na grafeÐ me dÔo trìpouc: (− sinϑ, cosϑ)
  (sinϑ,− cosϑ). Gia th pr¸th epilog  ja èqw det(A) = 1 kai gia th deÔterh
det(A) = −1. 'Etsi ja èqoume:

O(2) = SO(2) ∪
{(

cosϑ sinϑ
sinϑ − cosϑ

)
: ϑ ∈ [0, 2π)

}
Sto prohgoÔmeno kef�laio eÐqame perigr�yei thn S1 h opoÐa ìpwc parathroÔme

t¸ra eÐnai isìmorfh me thn SO(2), sunep¸c h SO(2) perigr�fei ta shmeÐa enìc
kÔklou pou isapèqoun apo èna stajerì shmeÐo. Sth sunèqeia h U(1) eÐnai isì-
morfh me thn SO(2) ∼= S1. Tèloc h S3 eÐnai isìmorfh me thn Sp(1) kai apo
to gegonìc oti h SU(2) = {A ∈ U(2) : det(A) = 1} ∼= S3 sumpairènoume ìti
SU(2) ∼= Sp(1). MÐa endiafèrousa parat rhsh eÐnai ìti mìno oi S0, S1, S3 è-
qoun dom  om�dac! Par� thn parat rhsh mac pwc SU(2) ∼= Sp(1) ja qreiasteÐ
kai austhr  majhmatik  apìdeixh, ètsi loipìn èqoume:

Prìtash 3.4.1. H SU(2) eÐnai isìmorfh me thn Sp(1).

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume autì ton isomorfismì arkeÐ na deÐxoume ta ex c:

• An A ∈ Sp(1) tìte ψ1(A) ∈ SU(2).

• K�je B ∈ SU(2) na isoÔtai me ψ1(A), ìpou A ∈ Sp(1).

E�n A = a+ ib+ jc+ kd tìte:

ψ1(A) =

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
epomènwc

ψ1(A) · ψ1(A
∗) =

(
1 0
0 1

)
Epiplèon epalhjeÔontac ìti det(ψ1(A)) = 1 ja èqoume ψ1(A) ∈ SU(2).

'Estw t¸ra B =

(
z1 w1

w2 z2

)
∈ SU(2). Qrhsimopoi¸ntac th sunj kh

ìti det(B) = 1 kai to gegonìc ìti B ·B∗ = I   ìti oi grammèc tou B apoteloÔn
orjokanonik  b�sh, èqoume ìti

z2 = z̄1, w2 = −w̄1.
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'Etsi �n z = a + ib kai w = c + id paÐrnoume A = a + ib + jc + kd kai
ψ1(A) = B.

3.5 Orjog¸nioi pÐnakec kai isometrÐec

H apìstash metaxÔ dÔo shmeÐwn X = (x1, x2, ..., xn) kai Y = (y1, ..., y2) ston
Rn orÐzetai wc ex c:

dist(X, Y ) = |X − Y | =
√

(x1 − y1)2 + ...(xn − yn)2.

MÐa sun�rthsh f : Rn → Rn kaleÐtai isometrÐa an gia k�je X, Y ∈ Rn isqÔei:

dist(f(X), f(Y )) = dist(X, Y ).

Prìtash 3.5.1. 'Estw A ∈Mn(R), tìte:

(1) An A ∈ O(n) tìte h RA : Rn → Rn eÐnai isometrÐa.

(2) An f : Rn → Rn eÐnai mia isometrÐa me f(0) = 0, tìte f = RA gia k�poio
A ∈ O(n). Eidikìtera h f eÐnai grammik .

H O(n) eÐnai h om�da twn isometri¸n ston Rn h opoÐa krat�ei stajer 
thn arq  twn axìnwn kai stèlnei thn sfaÐra Sn−1 ⊂ Rn ston euatì thc.
Gia par�deigma ta stoiqeÐa thc O(3) antiproswpeÔoun sunart seic apo thn
S2 ⊂ Rn ston euatì thc.

Gia na katal�boume t¸ra th diafor� metaxÔ thc O(3) kai thc SO(3), ja
qreiasteÐ na mil soume gia thn ènnoia tou prosanatolismoÔ ston R3. Mia
diatetagmènh orjokanonik  b�sh ston R3 ìpwc gia par�deigma h {X1, X2, X3},
ja kaleÐtai dexiìstrofh an X1 × X2 = X3. Diaisjhtik� autì shmaÐnei ìti
ja prèpei na isqÔei o kanìnac tou dexioÔ qerioÔ pou mac eÐnai gnwstìc apo
to LÔkeio. Mia isometrÐa tou R3 lème ìti diathreÐ ton prosanatolismì e�n
det(A) = 1 kai ìti antistrèfei ton prosanatolismì e�n det(A) = −1, ìpou
A ∈ O(n). EÐnai gnwstì ìti oi metaforèc, oi strofèc kai oi katoptrikèc
summetrÐec eÐnai isometrÐec, epomènwc isqÔei:

• 'Olec oi metaforèc diathroÔn ton prosanatolismì. Autì eÐnai gewmetrik�
profanèc, afoÔ o orjog¸nioc pÐnakac pou antistoiqeÐ sth metafor� eÐ-
nai o tautotikìc.

• 'Estw ènac pÐnakac A ∈ SO(3) o opoÐoc peristrèfei ton R3 kat� gwnÐa
ϑ gÔrw apo ton �xona z. 'Eqoume det(A) = 1 epomènwc o grammikìc
metasqhmatismìc pou antistoiqeÐ sto pÐnaka A diathreÐ ton prosana-
tolismì.
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• 'Estw ìti to epÐpedo yz eÐnai ènac kajrèfthc. E�n koit�xoume proc autì
to epÐpedo to shmeÐo a = (a1, a2, a3) faÐnetai na brÐsketai sth jèsh tou
RA(a) = (−a1, a2, a3). H apeikìnish RA kaleÐtai katoptrik  summetrÐa
wc proc to epÐpedo yz kai o pÐnakac A eÐnai Ðsoc me: −1 0 0

0 1 0
0 0 1


Epomènwc apo ta parap�nw mporoÔme na parathr soume th diafor� metaxÔ
O(3) kai SO(3).

Prìtash 3.5.2. 'An A ∈ O(3), tìte A ∈ SO(3) an kai mìno an oi grammèc
tou A, {RA(e1), RA(e2), RA(e3)} apoteloÔn dexiìstrofh orjokanonik  b�sh.

3.6 Om�da isommetrÐac tou eukleÐdeiou q¸rou

To sÔnolo

Isom(Rn) = {f : Rn → Rn | f eÐnai isometrÐa}

eÐnai om�da me pr�xh th sÔnjesh sunart sewn. Oi upoom�dec twn isometri¸n,
oi opoÐec stajeropoioÔn thn arq  twn axìnwn eÐnai isìmorfec me thn O(n).
K�je isometrÐa enìc q¸rou perigr�fetai monos manta wc ènac orjog¸nioc
metasqhmatismìc akoloujoÔmenoc apo mÐa metafor�. Epomènwc, mia aujaÐreth
isometrÐa tou Rn ja gr�fetai wc

f(X) = RA(X) + V

ìpou V = {v1, v2, ..., vn} kai A ∈ O(n). H apìdeixh eÐnai apl  kai gia na gÐnei
pio katanoht , ja doulèyoume ston R3. 'Eqontac loipìn th sqèsh f = T (RA)
e�n h T eÐnai metafor� kat� V = f(0) tìte

f(X) = T (RA(X)) = RA(X) + V

ìpou V = {v1, v2, v3} kai A ∈ O(3). Up�rqei ìmwc kai ènac èxupnoc trìpoc
me ton opoÐo mporoÔme na anaparistoÔme isometrÐec ston Rn, mèsw pin�kwn
akìmh kai �n den isqÔei f(0) = 0. Me autì ton trìpo petuqaÐnetai sthn plhro-
forik  h peristrof  kai metafor� antikeimènwn sthn ojình, mèsw pin�kwn.
Ja perigr�youme thn perÐptwsh gia n = 3.
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'Estw A ∈ O(3) kai V = {v1, v2, v3} ∈ R3. Ja anaparast soume thn
isometrÐa f(X) = RA(X) + V mèsw enìc pÐnaka:

F =

(
A 0
V 1

)
=


A11 A12 A13 0
A21 A22 A23 0
A31 A32 A33 0
v1 v2 v3 1

 ∈ GL4(R).

H sÔnjesh dÔo isometri¸n, ìpwc gia par�deigma F1 =

(
A1 0
V1 1

)
kai F2 =(

A2 0
V2 1

)
eÐnai mÐa isometrÐa h opoÐa anaparist�tai apo to ginìmeno:

(
A1 0
V1 1

)
·
(
A2 0
V2 1

)
=

(
A1 · A2 0
RA2(V1) + V2 1

)
.

H parap�nw idèa douleÔei kai kai gia timèc tou n > 3. Katal goume s-
to sumpèrasma ìti h Isom(Rn) eÐnai isìmorfh me th parak�tw upoom�da thc
GLn+1(R):

Isom(Rn) ∼=
{(

A 0
V 1

)
: A ∈ O(n) kai V ∈ Rn

}
.

ParathroÔme pwc h upoom�da thc Isom(Rn)

Trans(Rn) =

{(
I 0
V 1

)
: V ∈ Rn

}
eÐnai isìmorfh me thn (Rn,+). Aut  eÐnai h om�da twn isometri¸n h opoÐa
mìno metafèrei kai den strèfei dianÔsmata. EÐnai endiafèron pwc h (Rn,+)
eÐnai isìmorfh me mÐa om�da pin�kwn!

Parathr same apo ìla aut� pou anafèrame th qrhsimìthta pou èqoun oi
om�dec pin�kwn se pollìuc kl�douc twn majhmatik¸n, fusik c kai akìmh se
kl�douc thc plhroforik c, ìpwc parousi�sthke prhgoumènwc.
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Kef�laio 4

TopologÐa twn om�dwn
pin�kwn

Se autì to kef�laio ja mil soume gia thn topologÐa twn om�dwn pin�kwn.
Ja xekin soume thn melèth mac gia thn G ⊂ GLn(K) jewr¸ntac thn san
uposÔnolo tou Rm gia k�poio m. 'Opwc èqoume parathr sei apo ta prohgoÔ-
mena kef�laia arket� uposÔnola tou eukleÐdeiou q¸rou ìpwc h Sn èqoun
k�poia gewmetrik  morf . 'Etsi kai ed¸ loipìn ja melet soume thn G san
èna gewmetrikì antikeÐmeno gnwrÐzontac ìti G ⊂ GLn(K) ⊂Mn(K) ∼= Kn2

.

4.1 Anoikt� sÔnola, kleist� sÔnola kai

shmeÐa suss¸reushc

H apìstash metaxÔ duo shmeÐwn tou Rm, ìpwc orÐsthke kai sto prohgoÔmeno
kef�laio eÐnai h dist(X,Y ) = |X − Y |. Mia shmantik  idiìthta pou eÐnai
gnwst  kai san trigwnik  anisìthta eÐnai h ex c:

Prìtash 4.1.1. Gia k�je X, Y, Z ∈ Rm, isqÔei:

dist(X,Z) ≤ dist(X, Y ) + dist(Y, Z).

Arqik� ja anafèroume thn ènnoia thc sfaÐrac aktÐnac r > 0 kai kèntrou
p ∈ Rm:

B(p, r) = {q ∈ Rm : dist(p, q) < r} .
Me lÐga lìgia h sfaÐra perièqei ìla ekeÐna ta shmeÐa pou h apìstash touc
apo to stajerì shmeÐo eÐnai mikrìterh apo thn aktÐna r.

Orismìc 4.1.1. 'Ena shmeÐo p ∈ Rm kaleÐtai sunoriakì shmeÐo enìc upo-
sunìlou S ⊂ Rm e�n gia k�je r > 0, h sfaÐra B(p, r) perièqei toul�qiston
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èna shmeÐo mèsa sto S kai èna toul�qiston shmeÐo èxw apo autì. H sullog 
apo ìla ta sunoriak� shmeÐa tou S kaleÐtai sÔnoro thc S.

K�poiec forèc, all� ìqi p�nta ta sunoriak� shmeÐa tou S perièqontai ston
euatì tou. Gia par�deigma an jewr soume to �nw anoiktì hmiepÐpedo

H =
{
(x, y) ∈ R2 : y > 0

}
,

kai to k�tw kleistì hmiepÐpedo

H =
{
(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0

}
.

O �xonac {(x, 0) ∈ R2}, eÐnai to sÔnoro tou H kai tou H. 'Etsi to H den
perièqei kanèna apo ta sunoriak� tou shmeÐa, antÐjeta me to H pou ta perièqei
ìla.

Orismìc 4.1.2. 'Estw S ⊂ Rm tìte:

(1) To S kaleÐtai anoiktì e�n den perièqei ta sunoriak� tou shmeÐa.

(2) To S kaleÐtai kleistì e�n perièqei ìla ta sunoriak� tou shmeÐa.

'Opwc kai sto prohgoÔmeno pr�deigma to H  tan anoiktì en¸ to H  tan
kleistì. 'Omwc eÐqan to Ðdio sÔnoro. Ja mporoÔsame na poÔme dhlad  pwc
èna sÔnolo èqei to Ðdio sÔnoro me autì pou èqei kai to sumpl rwma tou. 'Otan
to sÔnolo den perièqei ta sunoriak� tou shmeÐa tìte to sumpl rwma tou ja
ta perièqei kai antÐstrofa.

Prìtash 4.1.2. 'Ena sÔnolo S ⊂ Rm eÐnai kleistì an kai mìno e�n to Sc

eÐnai anoiktì.

'Enac enallaktikìc orismìc gia to anoiktì sÔnolo eÐnai o ex c:

Prìtash 4.1.3. 'Ena sÔnolo S ⊂ Rm eÐnai anoiktì e�n kai mìno e�n gia
k�je p ∈ S, up�rqei r > 0 ètsi ¸ste B(p, r) ⊂ S.

Sthn pragmatik  eujeÐa R to Z,Q den eÐnai anoikt� sÔnola tou R. S-
to eukleÐdeio epÐpedo ta uposÔnola Z,Q,R, ìpwc kai oi kampÔlec, den eÐnai
anoikt� sÔnola tou R2. To Ðdio isqÔei ston eukleÐdeio q¸ro R3 ìpou oÔte oi
epif�neiec eÐnai anoikt� sÔnola. Tèloc gia k�je p ∈ Rm kai gia k�je r > 0,
h sfaÐra B = B(p, r) eÐnai anoiktì sÔnolo diìti gia k�je q ∈ B, h sfaÐra me
aktÐna r − dist(p, q)/2 brÐsketai mèsa sth B. H sullog  apo ìla ta anoikt�
sÔnola tou Rm kaleÐtai topologÐa tou Rm. Me aform  autì ja d¸soume
ton orismì thc topologÐac enìc sunìlou, pou sth prokeimènh perÐptwsh to
sÔnolo autì ja eÐnai to Rm.
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Orismìc 4.1.3. Se èna sÔnolo D orÐzetai mÐa topologÐa ìtan dojeÐ mia
oikogèneia uposunìlwn tou, ta legìmena anoikt� sÔnola thc topologÐac, pou
ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:

(1) Ta sÔnola D kai to kenì an koun sthn oikogèneia twn uposunìlwn tou
D.

(2) Apo thn ènwsh opoioud pote pl jouc mel¸n thc oikogèneiac prokÔptei
mèloc thc oikogèneiac.

(3) Apo thn tom  opoioud pote peperasmènou pl jouc mel¸n thc oikogèneiac
prokÔptei mèloc thc oikogèneiac.

Erqìmaste t¸ra na d¸soume ton orismì thc sÔgklishc �peirhc akoloujÐac
ston Rm.

Orismìc 4.1.4. Mia �peirh akoloujÐa {p1, p2, ...} shmeÐwn tou Rm sugklÐnei
sto shmeÐo p ∈ Rm e�n isqÔei mÐa apo tic akìloujec isodÔnamec sunj kec.

(1) limn→∞dist(p, pn) = 0.

(2) Gia k�je anoiktì sÔnolo, pou perièqei to p up�rqei akèraioc N tètoioc
¸ste pn ∈ U gia k�je n > N .

Orismìc 4.1.5. 'Ena shmeÐo p ∈ Rm kaleÐtai shmeÐo suss¸reushc enìc
uposunìlou S ⊂ Rm e�n up�rqei mia �peirh akoloujÐa shmeÐwn tou S h opoÐa
na sugklÐnei sto p.

K�je shmeÐo tou sunìrou tou S eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou. Epomèn-
wc h sullog  ìlwn twn shmeÐwn suss¸reushc isoÔtai me to sÔnoro tou S.
Epomènwc, èna sÔnolo S eÐnai kleistì an kai mìno an perièqei ìla ta shmeÐa
suss¸reushc tou,   alli¸c an perièqei ìla ta sunoriak� tou shmeÐa.

Pollèc forèc ja qreiasteÐ na deÐqnoume an mia akoloujÐa sugklÐnei qwrÐc
na gnwrÐzoume to ìrio thc apl� deÐqnontac pwc oi ìroi plhsi�zoun ìlo kai pio
kont� o ènac ston �llon.

Orismìc 4.1.6. Mia �peirh akoloujÐa shmeÐwn {p1, p2, ...} ston Rm kaleÐ-
tai akoloujÐa Cauchy e�n gia k�je ε > 0 up�rqei akèraioc N ètsi ¸ste
dist(pi, qj) < ε gia k�je i, j > N .

Den qrei�zetai k�je for� na apodeiknÔoume an mÐa sugklÐnousa akolou-
jÐa eÐnai Cauchy. Up�rqei mia basik  idiìthta tou eukleÐdeiou q¸rou pou
upodeiknÔei to antÐstrofo:
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Prìtash 4.1.4. K�je akoloujÐa Cauchy ston Rm sugklÐnei se k�poio
shmeÐo tou Rm.

Ja kleÐsoume aut  thn par�grafo me k�poiec ènnoiec sqetikèc gia ta anoik-
t� kai kleist� sÔnola.

Orismìc 4.1.7. 'Estw S ⊂ G ⊂ Rm.

(1) To S ja kaleÐtai anoiktì sto G e�n gia ìla ta p ∈ S, up�rqei r > 0
tètoio ¸ste

{q ∈ G : dist(p, q) < r} ⊂ S

(2) To S ja kaleÐtai kleistì sto G e�n to {p ∈ G : p /∈ S} eÐnai anoiqtì sto
G.

Gia par�deigma to di�sthma (0, 1) eÐnai anoiktì sto R, diìti to [0, 1] eÐnai
kleistì sto R. To di�sthma [0, 1) den eÐnai oÔte anoiktì, oÔte kleistì sto
R, all� eÐnai anoiktì sto [0, 2] kai kleistì sto (−1, 1).

Prìtash 4.1.5. 'Estw S ⊂ G ⊂ Rm. Tìte to S ja eÐnai anoiktì (antÐstoiqa
kleistì) sto G an kai mìno an S = U ∩ G gia k�poio U anoiktì (antÐstoiqa
kleistì) uposÔnolo tou Rm.

Gia par�deigma, an G = S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}, tìte to
�nw anoiktì hmiepÐpedo S = {(x, y, z) ∈ G : z > 0} ja eÐnai anoiktì sto G,
diìti h tom  tou parak�tw sunìlou me to G ja mac d¸sei to S.{

(x, y, z) ∈ R3 : z > 0
}
.

O prohgoÔmenwc mac qarakthrismìc gia ta kleist� sÔnola, ta opoÐa perièqoun
ìla ta shmeÐa suss¸reushc touc genikeÔetai sthn parak�tw prìtash.

Prìtash 4.1.6. 'Estw S ⊂ G ⊂ Rm. Tìte to S ja eÐnai kleistì sto G an
kai mìno an k�je p ∈ G to opoÐo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou S ja perièqetai
sto S.

'Ena sÔnolo S ja eÐnai puknì sto G e�n k�je shmeÐo tou G eÐnai shmeÐo
suss¸reushc tou S. Gia par�deigma to sÔnolo twn arr twn eÐnai puknì sto
R.

AfoÔ loipìn orÐsame k�poiec basikèc ènnoiec tic topologÐac ja suneqÐsoume
sthn epìmenh par�grafo, anafèrontac thn ènnoia thc sunèqeiac sun�rthshc
metaxÔ sunìlwn.
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4.2 Sunèqeia

'Estw èna G1 ⊂ Rm1 kai G2 ⊂ Rm2 .

Orismìc 4.2.1. MÐa sun�rthsh f : G1 → G2 ja eÐani suneq c an gia k�je
�peirh akoloujÐa shmeÐwn {p1, p2, ...} tou G1 h opoÐa sugklÐnei se èna shmeÐo
p ∈ G1, h akoloujÐa {f(p1), f(p2), ...} sugklÐnei sto f(p).

Pollèc forèc ja mac faneÐ qr simo na mhn mil�me gia eukleÐdeiouc q¸rouc
kai na qeirizìmaste ta G1 kai G2 san anex�rthta antikeÐmena.

Prìtash 4.2.1. Gia k�je f : G1 → G2 ta parak�tw eÐnai isodÔnama:

(1) H f eÐnai suneq c.

(2) Gia k�je anoiqtì U sto G2 , to f−1(U) eÐnai anoiqtì sto G1.

(3) Gia k�je kleistì U sto G2 , to f−1(U) eÐnai kleistì sto G1.

'Opou f−1(U) = {p ∈ G1 : f(p) ∈ U}. Sugkekrimenopoi¸ntac kai y�qnon-
tac gia sunèqeia se èna shmeÐo pou an kei stoG1 up�rqei o parak�tw qr simoc
orismìc.

Orismìc 4.2.2. Mia sun�rthsh f : G1 → G2 eÐnai suneq c se èna shmeÐo
p ∈ G1 an kai mìno an, dosmènou enìc ε > 0 up�rqei δ > 0 tètoio ¸ste:

f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε).

Sth sunèqeia ja perigr�youme ti akrib¸c ja ennooÔme ìtan lème pwc ta
G1, G2 eÐnai topologik� Ðdia. Ja prèpei na up�rqei mÐa antistoiqÐa metaxÔ touc
pou ja sundèei anoiqt� sÔnola me anoiqt� sÔnola.

Orismìc 4.2.3. MÐa sun�rthsh f : G1 → G2 kaleÐtai omoiomorfismìc an
h f eÐnai amfimonos manth, suneq c kai h f−1 eÐnai suneq c. Tìte ta G1, G2

ja lème ìti eÐnai omoiìmorfa.

H ènnoia tou omoiomorfismoÔ apoteleÐ shmantikì komm�ti thc topologÐac
kai epiplèon mac dÐnei thn plhroforÐa gia thn ousi¸dh dom  twn dÔo sunìlwn
ìpou douleÔoume.
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4.3 Dromosunektikìthta

'Opwc mac eÐnai gnwstì èna sÔnoloG kaleÐtai sunektikì ìtan up�rqoun dÔo mh
ken�, anoiqt� kai xèna metaxÔ touc uposÔnola tèoia ¸ste h ènwsh touc na mhn
mac dÐnei to G. DÐpla se aut  th polÔ basik  topologik  idiìthta mporoÔme
na topojet soume thn ènnoia thc dromosunektikìthtac me thn opoÐa kai ja
asqolhjoÔme se aut  th par�grafo.

Orismìc 4.3.1. 'Ena sÔnolo G ⊂ Rm eÐnai dromosunektikì e�n gia k�je
p, q ∈ G, up�rqei mia suneq c apeikìnish f : [0, 1] → G me f(0) = p kai
f(1) = q.

Gia par�deigma o dÐskoc A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} eÐnai dromosunek-
tikìc, afoÔ gia k�je p, q ∈ A up�rqei suneq  apeikìnish kai orÐzetai wc:

f(t) = p+ t(q − p).

H sunektikìthta tou [0, 1] paÐzei èna shmantikì rìlo sth sqèsh pou èqei h
sunektikìthta me thn dromosunektikìthta.

Prìtash 4.3.1. 'An èna sÔnolo G eÐnai dromosunektikì tìte ja eÐnai sunek-
tikì.

Apìdeixh. 'Estw oti to sÔnolo G den eÐnai sunektikì kai {U, V } mia diamèrish
tou. Ta U, V eÐnai m  ken�, sunep¸c up�rqoun shmeÐa p ∈ U kai q ∈ V . 'Omwc
apo upìjesh èqw oti to G eÐnai dromosunektikì, �ra up�rqei suneq c apeikìn-
ish f : [0, 1] → G me f(0) = p kai f(1) = q. 'Omwc tìte to {f−1(U), f−1(V )}
ja eÐnai mia diamèrish tou [0, 1]. Sunep¸c odhgoÔmaste se �topo, afoÔ ìpwc
gnwrÐzoume ta mìna sunektik� uposÔnola tou R, ektìc apo to kenì eÐnai ta
diast mata tou.

H dromosunektikìthta enìc sunìlou, �ra kai h sunektikìthta, mporeÐ na
ekfrasteÐ kai me ton akìloujo isodÔnamo qarakthrismì.

Prìtash 4.3.2. 'Ena dromosunektikì sÔnolo G ⊂ Rm den èqei anoiqt� kai
kleist� uposÔnola para mìno to kenì kai ton eautì tou.

H apoìdeixh paraleÐpetai.

MÐa sunhjismènh praktik  gia na apodeiknÔoume an mia idiìthta isqÔei gia
ìla ta stoiqeÐa enìc dromosunektikoÔ sunìlou, eÐnai na apodeiknÔoume ìti
to sÔnolo aut¸n twn stoiqeÐwn eÐnai to mh kenì, anoiqtì kai kleistì. H
dromosunektikìthta eÐnai topologik  idiìthta dhlad  an èna G ⊂ Rm eÐnai
dromosunektikì tìte ìla ta omoiìmorfa tou sÔnola ja eÐnai dromosunektik�.

Prìtash 4.3.3. 'An ta G1 ⊂ Rm1 kai G2 ⊂ Rm2 eÐnai omoiìmorfa, tìte  
kai ta dÔo ja eÐnai dromosunektik�   den ja eÐnai kanèna.
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4.4 Sump�geia

Ektìc apo thn ènnoia thc sunektikìthtac mia �llh topologik  idiìthta eÐnai
aut  thc sump�geiac. Ja xekin soume, loipìn dÐnontac èna diaisjhtikì orismì
gia thn ènnoia aut .

Orismìc 4.4.1. 'Ena uposÔnolo G ⊂ Rm tou eukleÐdeiou q¸rou, ja kaleÐtai
fragmèno e�n G ⊂ B(p, r) gia k�poio p ∈ Rm kai gia r > 0. Epiplèon to G
ja kaleÐati sumpag c an eÐnai kleistì kai fragmèno.

Pollèc forèc o parap�nw orismìc ja mac dieukolÔnei p�ra polÔ gia na
deÐqnoume an èna G ⊂ Rm eÐnai sumpag c. Parak�tw parousi�zetai ènac
enallaktikìc orismìc gia th sump�geia.

Orismìc 4.4.2. 'Estw G ⊂ Rm.

(1) 'Ena anoiktì k�lumma tou G eÐnai mia sullog , U, sunìlwn ta opoÐa
eÐnai anoikt� sto G kai h ènwsh touc mac dÐnei to G.

(2) To G ja kaleÐtai sumpag c an k�je anoiktì k�lumma, U, tou G èqei èna
peperasmèno upok�lumma, enno¸ntac èna {U1, ..., Un} ⊂ U tou opoÐou h
ènwsh na mac dÐnei to G.

H isodunamÐa aut¸n twn dÔo orism¸n thc sump�geiac, kaleÐtai je¸rhma twn
Heine-Borel. AfoÔ loipìn d¸same autoÔc touc dÔo orismoÔc ja anafèroume
èna par�deigma mh sumpagoÔc sunìlou. To di�sthma (0, 1) ⊂ R den ja eÐnai
sumpagèc. Genik� to R den eÐnai sumpagèc kai ta uposÔnola tou den eÐnai
sumpag , diìti to anoiqtì k�lumma tou (0, 1)

U =

{
(0,

1

2
), (0,

2

3
), ...

}
den èqei peperasmèno upok�lumma. AntÐjeta to[0, 1] eÐnai sumpagèc diìti eÐ-
nai kleistì kai fragmèno. Pollèc forèc ja mac eÐnai arket� dÔskolo na
apodeÐxoume oti k�je anoiqtì k�lumma tou [0, 1] èqei peperasmèno upok�lum-
ma. 'Opwc kai sth prohgoÔmenh par�grafo ètsi kai ed¸ h sump�geia eÐnai
topologik  idiìthta.

Prìtash 4.4.1. 'An ta G1 ⊂ Rm1 kai G2 ⊂ Rm2 eÐnai omoiìmorfa, tìte  
kai ta duo ja eÐnai sumpag ,   den ja eÐnai kanèna.

Up�rqei kai ènac trÐtoc enallaktikìc trìpoc gia na exet�soume an èna
sÔnolo eÐnai sumpagèc. H sump�gia dhlad  ed¸ ja exart�tai apo thn ènnoia
thc sÔgklishc akoloujÐac.
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Prìtash 4.4.2. 'Ena G ⊂ Rm kaleÐtai sumpagèc an kai mìno an k�je �peirh
akoloujÐa shmeÐwn tou G diajètei sugklÐnousa upakoloujÐa pou na sugklÐnei
sto p ∈ G.

Gia par�deigma h upakoloujÐa
{
(0, 1

2
), (0, 2

3
), ...

}
tou G = (0, 1) suklÐnei

mìno sto 1 /∈ G. Tèloc h epìmenh prìtash anafèretai sth sqèsh metaxÔ
sunèqeiac miac apeikìnishc, kai sump�geiac.

Prìtash 4.4.3. 'Estw G ⊂ Rm1 kai f : G→ Rm2 suneq c. 'An to G eÐnai
sumpagèc, tìte h eikìna f(G) eÐnai sumpag c.

Apìdeixh. 'Estw U eÐnai èna anoiktì k�lumma tou f(G). Tìte f−1(U) eÐnai
anoiktì sto G gia k�je U ∈ U, ètsi f−1(U) = {f−1(U) : U ∈ U} eÐnai èna
anoiqtì k�lumma tou G. Apo upìjesh èqw oti G eÐnai sumpagèc, �ra up�r-
qei èna peperasmèno upok�lluma {f−1(U1), f

−1(U2), ..., f
−1(Un)} tou f−1(U).

Apo upìjesh oti h f eÐnai suneq c kai apo ton teleutaÐo mac sullogismì
èqoume oti {U1, U2, ..., Un} eÐnai peperasmèno upok�lumma tou U. Sunep¸c
f(G) sumpagèc.

4.5 TopologÐa twn om�dwn pin�kwn

Mia upoom�da G ⊂ GLn(K) mporoÔme na thn jewr soume plèon san èna
uposÔnolo tou eukleÐdiou q¸rou, opìte mporoÔme na anarwthjoÔme an aut 
h G eÐnai anoikt , kleist , sumpag c   apl� sunektik .

Orismìc 4.5.1. Mia om�da pin�kwn eÐnai mÐa upoom�da G ⊂ GLn(K) h
opoÐa eÐnai kleist  sthn GLn(K).

'Etsi ft�same sto shmeÐo na exet�soume thn kleistìthta twn upoom�dwn
thc GLn(K), kai na diapist¸noume k�je for� an eÐnai om�dec pin�kwn.

Prìtash 4.5.1. Oi om�dec On(K), SLn(K), SO(n) kai SU(n) eÐnai om�dec
pin�kwn.

Apìdeixh. Ja prèpei na apodexoume oti eÐnai kleistèc upoom�dec thc GLn(K).
Gia thn On(K), orÐzoume thn f : Mn(K) → Mn(K) me tÔpo f(A) = A · A∗.
Aut  h sun�rthsh eÐnai suneq c kai to monosÔnolo {I} ⊂ Mn(K) eÐnai k-
leistì, ètsi On(K) = f−1({I}) eÐnai kleistì sto Mn(K), epomènwc kai sth
GLn(K). Me ton Ðdio trìpo apodeiknÔoume kai oti h SLn(K) eÐnai kleist  up-
oom�da thc GLn(K), orÐzontac th suneq  apeikìnish det : Mn(K) → K. Tè-
loc gia thn SO(n), SU(n), èqoume oti SO(n) = O(n)∩SLn(R) kai SU(n) =
U(n) ∩ SLn(C), kai apo to gegonìc oti h tom  dÔo kleist¸n sunìlwn eÐnai
kleistì sÔnolo apodeiknÔetai kai th trÐth perÐptwsh.
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Tèloc èna polÔ basikì shmeÐo eÐnai epÐshc h sump�geia twn om�dwn pin�k-
wn. 'Etsi èqoume

Prìtash 4.5.2. Oi om�dec O(n), SO(n), U(n), SU(n) kai h Sp(n) eÐnai
sumpageÐc.

Apìdeixh. ApodeiknÔontac ìti autèc oi om�dec eÐnai kleistèc sthn GLn(K),
apodeÐxame pwc eÐnai kleistèc eukleÐdeio q¸ro Mn(K). ArkeÐ dhlad  t¸ra na
deÐxoume oti eÐnai fragmènec. Autì prokÔptei apo to gegonìc ìti oi grammèc
enìc A ∈ On(K) apoteloÔn orjokanonik  b�sh dhlad  o grammikìc metasqh-
matismìc pou antistoiqeÐ se autì to pÐnaka diathreÐ ta mètra twn dianus-
m�twn.

Gia poiì logo ìmwc orÐzoume tic om�dec pin�kwn san kleist� uposÔnola
thc GLn(K). An kai den eÐnai melèth thc ergasÐac aut c, axÐzei na poÔme pwc
oi mh kleistèc upoom�dec den ja apoteloÔn upoqrewtik� pollaplìthtec.

Me to pèrac aut c tou kefalaÐou, oloklhr¸netai h ergasÐa aut  èqontac
anoÐxei se meg�lo bajmì ton drìmo gia th melèth thc jewrÐac twn om�dwn Lie
kai twn pollaplot twn.
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